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                GEOMETRIA EUCLIDEA
   ==================
   1) GLI ENTI FONDAMENTALI: PUNTO, RETTA E PIANO
   Il punto, la retta e il piano sono gli ELEMENTI ( o ENTI ) GEOMETRICI
   FONDAMENTALI della geometria euclidea; come enti fondamentali non
   hanno una definizione geometrica ma possiamo costruirci modelli
   intuitivi:
   PUNTO segno lasciato dalla punta di una matita appena appoggiata sul
   foglio
   . P
   RETTA filo sottilissimo e ben steso che si estende all’infinito
   
   PIANO una parete liscia che si estende infinitamente
   
   POSTULATI o ASSIOMI DELLA GEOMETRIA: frase che esprime una proprietà e
   che si ritiene vera.
   TEOREMI: frase che esprime una proprietà la cui verità deve essere
   dimostrata.
   Si hanno le seguenti proprietà e definizioni:
     1. 
       L’insieme di tutti i punti si dice SPAZIO EUCLIDEO
     2. 
       Ogni retta è formata da infiniti punti, ogni piano è formato da
       infinite rette, quindi anche da infiniti punti
     3. 
       Per due punti distinti passa una ed una sola retta
   
     1. 
       Per tre punti distinti passa uno ed uno sol piano
   
   Due rette si dicono
   COINCIDENTI se hanno tutti i punti in comune
   
   INCIDENTI se hanno un solo punto in comune, detto punto di
   intersezione
   
   2) SEMIRETTE E SEGMENTI
   SEMIRETTA: un punto appartenente ad una retta la divide in due
   semirette aventi come origine il punto stesso
   
   SEGMENTO: due punti su una retta individuano un segmento formato dai
   punti interni ad essi sulla retta; i due punti prendono il nome di
   estremi del segmento
   
   Due segmenti si dicono
   CONSECUTIVI se hanno un estremo in comune
   
   ADIACENTI se sono consecutivi e appartengono alla stessa retta
   
   PUNTO MEDIO di un SEGMENTO
   Il punto medio M di un segmento PQ è il punto interno al segmento
   equidistante degli estremi
   
   Il segmento PQ è diviso in due segmenti PM e MQ di uguale lunghezza.
   3) ANGOLI
   ANGOLO: si dice angolo ciascuna delle due parti in cui resta diviso il
   piano da due semirette aventi la stessa origine. L’angolo si dice
   convesso se non contiene i prolungamenti dei suoi lati, si dice
   concavo se invece li contiene.
   
   ANGOLO PIATTO: un angolo si dice piatto se i suoi lati sono semirette
   opposte, un angolo piatto è un semipiano
   
   ANGOLO GIRO: un angolo si dice giro se i suoi lati coincidono e
   l’angolo contiene tutti i punti del piano; è concavo
   
   ANGOLO NULLO: un angolo è nullo se i suoi lati coincidono e non
   contiene nessun punto del piano; è convesso
   
   ANGOLO RETTO: due rette incidenti che dividono il piano in quattro
   parti uguali formano quattro angoli retti, l’angolo retto è un quarto
   di un angolo giro o la metà di un angolo piatto
   
   Un angolo si dice
   ACUTO se è minore di un angolo retto
   OTTUSO se è maggiore di un angolo retto
   Due angoli si dicono
   CONSECUTIVI se hanno il vertice ed un lato in comune
   
   ADIACENTI se sono consecutivi ed i lati non comuni sono semirette
   opposte
   
   OPPOSTI AL VERTICE se i prolungamenti dei lati dell’uno sono i lati
   dell’altro; due angoli opposti al vertice sono sempre uguali
   
   COMPLEMENTARI se la loro somma è uguale ad un angolo retto
   SUPPLEMENTARI se la loro somma è uguale ad un angolo piatto
   ESPLEMENTARI se la loro somma è uguale ad un angolo giro
   BISETTRICE di UN ANGOLO
   Si dice bisettrice di un angolo la semiretta con origine nel vertice
   dell’angolo che lo divide in due angoli uguali
   
   4) RETTE PERPENDICOLARI e RETTE PARALLELE
   RETTE PERPENDICOLARI: due rette si dicono perpendicolari se
   intersecandosi formano quattro angoli retti.
   
   RETTE PARALLELE: due rette contenute nel piano che non hanno nessun
   punto in comune si dicono parallele.
   
   Data una retta r ed un punto P non appartenente ad essa
     1. 
       esiste una ed una sola retta perpendicolare a r che passa per P
       (teorema)
     2. 
       esiste una ed una sola retta parallela a r che passa per P
       (postulato)
   perpendicolare parallela
    
   DISTANZA FRA UN PUNTO ed UNA RETTA: per distanza fra un punto P ed una
   retta r si intende l’unico segmento che ha come estremi il punto P ed
   un punto H sulla retta tale che PH è perpendicolare alla retta r.
   
   PROPRIETA’ delle PARALLELE e della TRASVERSALE ( CRITERIO DI
   PARALLELISMO )
   Siano r e s due rette e sia t una retta che interseca entrambe
   
   Gli angoli numerati hanno i seguenti nomi:
     1. 
       corrispondenti: 1 e 5, 2 e 6, 3 e 7, 4 e 8
     2. 
       alterni esterni: 1 e 7, 2 e 8
     3. 
       alterni interni: 4 e 6, 3 e 5
     4. 
       coniugati esterni: 1 e 8, 2 e 7
     5. 
       coniugati interni: 3 e 6, 4 e 5
   CRITERIO DI PARALLELISMO (teorema): se le rette r e s sono parallele
   valgono le seguenti proprietà, e viceversa, se valgono le seguenti
   proprietà allora r e s sono parallele.
   - due angoli corrispondenti sono uguali: 1=5 2=6 3=7 4=8
   - due angoli alterni sono uguali: 1=7 2=8 4=6 3=5
   quindi risulterà: 1=3=5=7 2=4=6=8
   - due angoli coniugati sono supplementari: 1+8 = 2+7 =3+6 = 4+5 = 180°
   5) POLIGONI
   Si dice poligono l’insieme dei punti del piano delimitati da una
   spezzata chiusa detta anche poligonale.
   In ogni poligono ci sono n lati, n angoli interni e n vertici.
   
   PERIMETRO: è la somma delle lunghezze dei lati, cioè la misura della
   lunghezza del contorno.
   AREA: è la misura della superficie racchiusa dalla poligonale.
   DIAGONALE: ogni segmento che congiunge due vertici non consecutivi.
   Ogni diagonale è interna al poligono.
   Ogni poligono ha  diagonali, dove n è il numero dei lati.
   POLIGONO REGOLARE: un poligono si dice regolare se ha tutti i lati
   uguali e tutti gli angoli uguali.
   ANGOLI INTERNI: la somma degli angoli interni di un poligono con n
   lati vale  .
   CONGRUENZA
   Due figure geometriche si dicono congruenti se è possibile attraverso
   un movimento rigido nel piano sovrapporle; cioè se hanno
   corrispondentemente uguali tutti i lati e tutti gli angoli
   
   6) TRIANGOLI
   TRIANGOLO: si dice triangolo un poligono con tre lati e tre angoli
   
   Valgono le seguenti proprietà:
   - Un triangolo non ha diagonali, poiché ogni coppia di vertici risulta
   sempre formata da vertici consecutivi
   - La somma degli angoli interni di ogni triangolo è uguale ad un
   angolo piatto, cioè 180°
   - Ogni lato è minore della somma degli altri due e maggiore della loro
   differenza
   - A lato maggiore sta opposto angolo maggiore e viceversa
   Si chiama ALTEZZA ogni segmento avente un estremo in un vertice e
   perpendicolare al lato opposto. Ogni triangolo ha tre altezze che
   possono essere sia interne sia esterne all’angolo.
   
   Si chiama MEDIANA ogni segmento avente un estremo in un vertice e
   l’altro estremo nel punto medio del lato opposto. Ogni triangolo ha
   tre mediane e sono sempre interne al triangolo.
   
   Si chiama BISETTRICE ogni segmento avente un estremo in un vertice e
   tale da dividere l’angolo interno in due angoli uguali. Ogni triangolo
   ha tre bisettrici e sono sempre interne al triangolo.
   
   CLASSIFICAZIONE dei TRIANGOLI
   Rispetto agli ANGOLI un triangolo si dice
     * 
       ACUTANGOLO se tutti gli angoli sono acuti
     * 
       OTTUSANGOLO se uno degli angoli è ottuso
     * 
       RETTANGOLO se un angolo è retto
   Rispetto ai LATI un triangolo si dice
     * 
       SCALENO se tutti i lati sono diversi
     * 
       ISOSCELE se due lati sono uguali
     * 
       EQUILATERO se tutti i lati sono uguali.
   PROPRIETA’ DEL TRIANGOLO ISOSCELE:
   - I lati uguali prendono il nome di lati obliqui ed il terzo lato
   prende il nome di base.
   - Gli angoli adiacenti alla base risultano uguali.
   - Altezza, mediana e bisettrice relative alla base coincidono, quindi
   dividono il triangolo isoscele in due triangoli rettangoli congruenti.
   PROPRIETA’ DEL TRIANGOLO EQUILATERO:
   - Tutti e tre gli angoli risultano uguali e misurano 60°.
   - Per ciascun lato valgono le stesse proprietà del triangolo isoscele
   e tutte e tre le altezze, mediane e bisettrici sono uguali.
   NOMI DEI LATI DEL TRIANGOLO RETTANGOLO:
     * 
       il lato opposto all’angolo retto si chiama ipotenusa
     * 
       i lati che formano l’angolo retto si chiamano cateti
   AREA di un TRIANGOLO: 
    
     
   CRITERI DI CONGRUENZA FRA TRIANGOLI
   Teoremi o assiomi che permettono di stabilire se due triangoli sono
   congruenti “controllando” solo tre elementi.
   PRIMO CRITERIO (assioma) – tre elementi da “controllare”: due lati ed
   un angolo
   Due triangolo sono congruenti se hanno ordinatamente uguali due lati e
   l’angolo compreso fra essi.
   
   SECONDO CRITERIO (teorema) – tre elementi da “controllare”: un lato e
   due angoli
   Due triangoli sono congruenti se hanno ordinatamente uguali un lato e
   due angoli ugualmente posti rispetto ad esso.
   
   
   TERZO CRITERIO (teorema) – tre elementi da “controllare”: tre lati
   Due triangoli sono congruenti se hanno ordinatamente uguali i tre
   lati.
   
   ATTENZIONE: NON esiste un criterio di congruenza che coinvolge solo i
   tre lati.
   7) LUOGHI GEOMETRICI
   Una figura geometrica è detta luogo geometrico dei punti che
   soddisfano una certa proprietà se
     1. 
       ogni punto della figura gode di questa proprietà
     2. 
       ogni punto che gode di questa proprietà appartiene alla figura
   ESEMPI di luoghi geometrici
   L’ASSE DI UN SEGMENTO
   Definizione geometrica: è la retta perpendicolare al segmento nel suo
   punto medio
   Luogo geometrico: l’asse di un segmento è il luogo geometrico dei
   punti equidistanti dagli estremi del segmento.
   
   LA BISETTRICE DI UN ANGOLO
   Definizione geometrica: è la semiretta con origine nel vertice
   dell’angolo che lo divide in due parti uguali
   Luogo geometrico: la bisettrice di un angolo è il luogo geometrico dei
   punti equidistanti dai lati dell’angolo.
   
   8) QUADRILATERI
   QUADRILATERO: si dice quadrilatero ogni poligono con quattro lati e
   quattro angoli.
   Ogni quadrilatero ha due diagonali e la somma degli angoli interni è
   360°.
   TRAPEZIO: quadrilatero con due lati opposti paralleli
    
   Un trapezio si dice
   ISOSCELE se i lati non paralleli sono uguali.
   Risultano uguali le due diagonali e, a coppie, gli angoli adiacenti a
   ciascuna base.
   
   RETTANGOLO se uno dei lati è perpendicolare alle basi.
   
   PARALLELOGRAMMA: quadrilatero con i lati opposti paralleli.
    
   In un parallelogramma
     1. 
       i lati opposti sono uguali AB=CD e BC=AD
     2. 
       gli angoli opposti sono uguali a=c e b=d
     3. 
       le diagonali si dividono scambievolmente a metà AM=MC e BM=MD
     4. 
       gli angoli adiacenti a ciascun lato sono supplementari a+b = b+c =
       c+d = d+a = 180°
   RETTANGOLO: è un parallelogramma con tutti e quattro gli angoli retti.
    
   Oltre alle proprietà del parallelogramma, un rettangolo ha le
   diagonali uguali: AC=BD.
   ROMBO: è un parallelogramma avente tutti i quattro lati uguali.
    
   Oltre alle proprietà del parallelogramma, in un rombo le diagonali
   risultano fra loro perpendicolari e sono bisettrici degli angoli;
   dividono il rombo in quattro triangoli rettangoli congruenti fra loro.
   QUADRATO: possiamo definire il quadrato come un rettangolo con tutti i
   lati uguali oppure come un rombo avente tutti gli angoli retti.
    
   Il quadrato ha contemporaneamente tutte le proprietà del rettangolo ed
   del rombo.
   
   9) IL TEOREMA DI TALETE
   Si consideri un fascio di rette parallele tagliato da due trasversali:
   il rapporto fra ciascuna coppia di segmenti individuati da una
   trasversale è uguale al rapporto dei corrispondenti segmenti
   individuati dall’altra trasversale ed, in particolare, a segmenti
   uguali individuati da una trasversale corrispondono segmenti uguali
   individuati sull’altra trasversale.
   
   Per il teorema di Talete si ha: se AB=CD allora A’B’=C’D’
   Ed inoltre  ed anche  e 
   Si osservi che, come conseguenze del teorema di Talete si ha che:
     1. 
       alla somma di due segmenti su una trasversale corrisponde la somma
       dei segmenti corrispondenti sull’altra trasversale
     2. 
       a segmenti disuguali su una trasversale corrispondono segmenti
       disuguali sull’altra trasversale ed, in particolare, a segmento
       maggiore corrisponde segmento maggiore
   10) SIMILITUDINE FRA TRIANGOLI
   CONCETTO di SIMILITUDINE: l’essere simili è una relazione fra figure
   geometriche che generalizza quella di congruenza (o sovrapponibilità)
   utilizzando il concetto di proporzionalità fra segmenti. Due figure
   saranno simili fra loro se i loro lati manterranno invariate le loro
   mutue posizioni all’interno di ciascuna figura (uguaglianza degli
   angoli) ed esisterà una proporzionalità di scala fra i lati; data una
   figura geometrica, quindi, una seconda ad essa simile non sarà altro
   che un suo ingrandimento (o riduzione) in scala.
   TRIANGOLI SIMILI: due triangoli che abbiano ordinatamente uguali gli
   angoli e proporzionali i lati si dicono simili.
   In due triangoli simili, gli angoli uguali si dicono corrispondenti o
   omologhi ed il fattore di scala “k” fra i lati si dice rapporto di
   similitudine: si osservi che la congruenza è una particolare
   similitudine con rapporto di similitudine k=1.
   
   CRITERI di SIMILITUDINE fra TRIANGOLI
   PRIMO CRITERIO
   Triangoli, aventi ordinatamente uguali gli angoli , sono simili.
   
   SECONDO CRITERIO
   Triangoli, aventi uguale un angolo e proporzionali i lati che lo
   comprendono, sono simili.
   
   TERZO CRITERIO
   Triangoli, aventi ordinatamente proporzionali i lati, sono simili.
   
   11) I TEOREMI DI PITAGORA E DI EUCLIDE
   EQUIVALENZA fra FIGURE GEOMETRICHE: l’equivalenza fra due figure
   geometriche è una relazione di uguaglianza di aree; due figure
   geometriche qualsiasi saranno, quindi, equivalenti se racchiudono la
   stessa porzione di piano, cioè se hanno la stessa area.
   
   PRIMO TEOREMA di EUCLIDE
   In ogni triangolo rettangolo BAC il quadrato avente come lato un
   cateto BA è equivalente al rettangolo aventi come lati la sua
   proiezione sull’ipotenusa BH e l’intera ipotenusa BC.
   
   Quindi vale che  oppure  , cioè 
   TEOREMA di PITAGORA
   In ogni triangolo rettangolo BAC il quadrato avente come lato
   l’ipotenusa BC è equivalente alla somma dei due quadrati aventi come
   lati i due cateti AB e AC.
   Vale la seguente utile relazione:  dalla quale si ricava che
   l’ipotenusa può essere calcolata da 
   i cateti possono essere calcolati dalle  e 
   
   SECONDO TEOREMA di EUCLIDE
   In ogni triangolo rettangolo BAC il quadrato avente come lato
   l’altezza relativa all’angolo retto AH è equivalente al rettangolo
   avente come lati le proiezioni dei due cateti sull’ipotenusa BH e HC.
   
   Quindi vale che  oppure  , cioè 
   12) CIRCONFERENZE E CERCHI
   CIRCONFERENZA: nel piano, dati un punto O ed un segmento AB, si dice
   circonferenza di centro O e di raggio AB il luogo dei punti che hanno
   dal punto O distanze uguali al segmento AB.
   
   Lunghezza della circonferenza = 2pr dove r è la lunghezza del raggio e
   
   CERCHIO: la figura geometrica costituita da una circonferenza e dai
   suoi punti interni si dice cerchio.
   Area del cerchio = p×r2
   CORDE e DIAMETRI: un segmento avente i suoi estremi su una
   circonferenza prende il nome di corda, ogni corda passante per il
   centro della circonferenza prende il nome di diametro. Tutti i
   diametri di una circonferenza hanno lunghezza maggiore di qualsiasi
   altra corda ed, in particolare, ogni diametro ha lunghezza doppia di
   quella del raggio (diametro = 2×raggio).
   
   Alcune proprietà:
     1. 
       ogni corda di una circonferenza, esclusi gli estremi, è tutta
       interna ad essa, mentre i suoi prolungamenti sono tutti esterni
     2. 
       in una circonferenza il diametro perpendicolare ad una corda la
       divide a metà (è quindi asse della corda) e, viceversa, il
       diametro che divide a metà una corda è ad essa perpendicolare
   
     1. 
       per tre punti non allineati passa una ed una sola circonferenza
     2. 
       circonferenze aventi raggi uguali sono congruenti
     3. 
       in una circonferenza (o in circonferenze congruenti) corde uguali
       sottendono angoli al centro uguali ed hanno uguale distanza dal
       centro; per corde diverse si ha che la corda maggiore sottende un
       angolo maggiore ed ha distanza minore dal centro
   
   POSIZIONI RECIPROCHE FRA UNA RETTA ED UNA CIRCONFERENZA
   Si consideri una circonferenza di centro O e di raggio r ed una retta
   s, si chiami OH la distanza della retta s dal centro della
   circonferenza O. Si hanno i seguenti casi:
   1) RETTA SECANTE OH < r la distanza di s dal centro O è minore del
   raggio r
   La retta interseca la circonferenza in due punti, P e Q, comuni sia
   alla retta sia alla circonferenza; i punti sulla retta interni a P e Q
   risultano interni alla circonferenza.
   2) RETTA TANGENTE OH = r la distanza di s dal centro O è uguale al
   raggio r
   Retta e circonferenza hanno un solo punto in comune, H, detto punto di
   tangenza, ed in esso il raggio e la circonferenza risultano sempre
   perpendicolari.
   3) RETTA ESTERNA OH > r la distanza di s dal centro O è maggiore del
   raggio r
   Retta e circonferenza non hanno alcun punto in comune, tutti i punti
   della retta sono esterni alla circonferenza.
   
   POSIZIONI RECIPROCHE FRA DUE CIRCONFERENZE
   Si considerino due circonferenze rispettivamente di centro O e O’,
   raggio r e r’ ( con r > r’ ) e diametri AB e A’B’ sulla stessa retta.
   1) ESTERNE
   OO’ > r + r’ diametri esterni
   Se la distanza fra i centri OO’ è maggiore della somma dei raggi i due
   diametri non avranno punti in comune così anche le due circonferenze e
   i due cerchi non hanno alcun punto in comune.
   
   2) TANGENTI ESTERNE
   OO’ = r + r’ diametri adiacenti
   Se la distanza fra i centri OO’ è uguale alla somma dei raggi e i
   diametri sono due segmenti adiacenti (giacciono sulla stessa retta ed
   hanno come unico punto in comune un estremo ), le due circonferenze ed
   i due cerchi avranno un solo punto in comune, detto punto di tangenza.
   
   3) SECANTI
   r – r’ < OO’ < r + r’ diametri parzialmente sovrapposti
   Se la distanza fra i due centri OO’ è compresa fra la differenza e la
   somma dei due raggi, quindi i due diametri risultano parzialmente
   sovrapposti, le due circonferenze si intersecano in due punti P e Q,
   cioè hanno due punti in comune detti punti di intersezione; i due
   cerchi hanno una porzione in comune.
   
   4) TANGENTI INTERNE
   OO’ = r – r’ diametri sovrapposti con estremo in comune
   Se la distanza fra i due centri OO’ è uguale alla differenza dei raggi
   ed i diametri sono segmenti sovrapposti con un estremo in comune, le
   due circonferenze hanno un solo punto in comune, detto punto di
   tangenza interna, mentre un cerchio è interamente contenuto
   nell’altro.
   
   5) INTERNE
   OO’ < r – r’ diametri uno contenuto nell’altro
   Se la distanza fra i due centri OO’ è minore della differenza dei
   raggi e uno dei due diametri è interamente contenuto nell’altro senza
   estremi in comune, le due circonferenze non hanno punti in comune ma
   un cerchio è completamente contenuto nell’altro.
   
   20
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