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                Zadanie
   a). Czy rozszerzenie  ciała liczb wymiernych  jest
   rozszerzeniem typu Galois.
   b). Wyznaczyć grupę Galois  .
   c). Wyznaczyć wszystkie ciała zawarte w ciele  .
   Ad a).
   Niech  . Wtedy  ,  , 
   Wielomian  jest wielomianem minimalnym liczby  ponieważ
    i z kryterium Eisensteina biorąc  jest wielomianem
   nierozkładalnym nad ciałem  /w pierścieniu  /. Zatem
    .
   Def. Grupę wszystkich automorfizmów ciała  , które odwzorowują
   tożsamościowo podciało  na siebie nazywamy grupą Galois
   rozszerzenia  ciała  i oznaczamy przez  .
   Def. Ciało  nazywamy rozszerzeniem Galois ciała  ,
   jeżeli  oraz  jest ciałem elementów stałych ze względu
   na pewną grupę  automorfizmów ciała  tzn.  .
   Twierdzenie 1. Dla skończonego rozszerzenia  ciała  ,
    jest rozszerzeniem ciała Galois /typu Galois/  
   .
   Dowód. [J Browkin - Wybrane zagadnienia algebry, tw. 8 str. 98 1968r].
   Def. Niech rozszerzenie  ciała  będzie takim, że
   wielomian  ,  , rozkłada się na czynniki liniowe 
   . Wówczas ciało  nazywamy ciałem rozkładu tego wielomianu.
   Takie ciało jest wyznaczone z dokładnością izomorfizmu.
   Twierdzenie 2. Dla ciała  charakterystyki zero rozszerzenie
    będące ciałem rozkładu wielomianu  jest rozszerzeniem
   typu Galois ciała  .
   Dowód. Szczególny przypadek twierdzenia [J Browkin - Wybrane
   zagadnienia algebry, tw. 7 str. 104 1968r].
   Pierwiastkami wielomianu  są  ,  ,  ,
    .
   Ponieważ  i    . Ponadto  , 
    . Zatem    jest ciałem rozkładu
   wielomianu  a z twierdzenia 2. Mamy, że ciało  jest
   rozszerzeniem typu Galois ciała  .
   Ad b). Z twierdzenia 1. mamy, że  . Niech  będzie
   automorfizmem ciała i  oraz  .
   Wtedy  to  co oznacza, że pierwiastki wielomianu
   przechodzą na pierwiastki tego wielomianu i z różnowartościowości
   automorfizmu wynika, że takie przyporządkowanie jest wzajemno
   jednoznaczne czyli  odpowiada pewna permutacja zbioru
   pierwiastków . Można pokazać, że różnym automorfizmem odpowiadają
   różne permutacje i grupie automorfizmów odpowiada podgrupa grupy
   wszystkich permutacji zbioru pierwiastków.
   Które permutacje odpowiadają automorfizmom ?. Można badać poszczególne
   permutacje i wykluczyć te które można. Np. w naszym przypadku można
   wykluczyć automorfizmy zachowujące jeden pierwiastek ponieważ dla
   każdego  istnieje wielomian  taki, że  i 
   dla stałego elementu  . Stąd  a zatem pozostałe
   pierwiastki są elementami stałymi dla  . Własność ta nie jest
   zawsze prawdziwa.
   Największą ogólną informacją jest to, że  a stąd należałoby
   wyznaczyć wszystkie podgrupy grupy permutacji  rzędu 4. Każda
   podgrupa rzędu 4 może składać się tylko z cykli rzędu 4 i rzędu 2
   czyli transpozycji i iloczynu dwóch rozłącznych transpozycji oraz
   identyczności. Transpozycje można wykluczyć ponieważ zawierałaby
   elementy stałe. Będą to elementy:  ,  , , 
   , , ,  , , , id.
   W cyklu składający się z k elementów dowolny element przez przewijanie
   elementów można ustawić na pierwszym miejscu. Jeżeli dwa cykle mające
   ten sam element na pierwszym miejscu będą różniły się kolejnością na
   pozostałych miejscach czy pozostałymi elementami to tworzą różne
   cykle.
   Jeżeli np.  to 
   
   
   
   Innych możliwości jak widać nie ma. Grupa  jest grupą Kleina.
   Która z tych grup będzie grupą  ?.
   Metoda eliminacji jest różna w zależności od dodatkowych informacji.
   Tworzy się algebraiczne wyrażenia z pierwiastków wielomianu. Np.
   wyrażenia     przy permutacji powinni
   przejść na siebie
    mamy 
   Analogicznie z pozostałymi wyrażeniami.
    mamy 
   Analogicznie z pozostałymi wyrażeniami.
    mamy 
   Analogicznie z pozostałymi wyrażeniami.
    każde wyrażenie przechodzi na siebie.
   Zatem grupa  zachowuje typ wyrażenia i za pomocą tych wyrażeń
   nie można tej grupy wyeliminować.
   Jeżeli  mamy 
   Zatem grupa  nie jest grupą  .
   Jeżeli  mamy 
   Zatem grupa  nie jest grupą  .
   Jeżeli  mamy 
   Analogicznie dla pozostałych permutacji z grupy  i pozostałych
   tych wyrażeń.
   Ponieważ  mamy
    
    
   Oznacza to, że element  jest stały dla wszystkich permutacji
   grupy  a to oznacza, że elementy ciała  są stałe dla
   wszystkich permutacji grupy  czyli ze względu na działanie
   grupy  . Tzn.  . W grupie  elementami stałymi ze
   względu na wszystkie permutacje jest ciało liczb wymiernych  .
   Zatem  .
   Pozostała tylko grupa  co oznacza, że  .
   Ad c).
   Zasadnicze twierdzenie teorii Galois
   Niech  będzie skończonym rozszerzeniem ciała  . Niech
    będzie zbiorem wszystkich ciał pośrednich  tzn. 
   . Niech  będzie zbiorem wszystkich podgrup grupy  .
   Określmy odwzorowania   . Jest to podgrupa grupy 
   .
   Określmy odwzorowania   - ciało elementów stałych ze
   względu na automorfizmy grupy  .
   Twierdzenie 3. (Galois) Jeżeli  jest rozszerzeniem typu Galois
   ciała  , to istnieje wzajemne jednoznaczna odpowiedniość między
   zbiorem pośrednich ciał między  i , a zbiorem podgrup grupy
    . Przyporządkowanie określone jest powyższymi odwzorowaniami
    .
   Twierdzenie 4. (Galois). Jeżeli  jest rozszerzeniem typu Galois
   ciała  , to ciało pośrednie  jest rozszerzeniem typu
   Galois  grupa  jest dzielnikiem normalnym grupy 
   . W tym przypadku grupa  jest izomorficzna grupie ilorazowej
    / .
   Dowód . [J Browkin - Wybrane zagadnienia algebry, tw. 1, tw. 2
   str.111-112 1968r].
   Ponieważ w zadaniu grupa  ma tylko jedną podgrupę właściwą
    i jest indeksu 2 to jest dzielnikiem normalnym.
   Z twierdzenia 3. Wynika, że również istnieje tylko jedno podciało
   właściwe pośrednie między ciałami  i  . Jak pokazaliśmy
   takim ciałem jest  i z twierdzenia 3. Wynika, że innych podciał
   pośrednich właściwych nie ma . Mamy przyporządkowanie:
    ,  ,  .
    ,  ,  .
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